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Ознака пор1вняння з параметром у теорий числових рядйв 


В работе предложены две формы записи признака сравнения в предельной форме для оценки сходимости 
числовых рядов и несобственных интегралов. Показано, что обобщенно гармонический ряд имеет намного 
большие возможности, чем это было принято. В частности, доказано, что обобщенно гармонический ряд 
может быть использован в качестве эталонного для получения признаков Даламбера и Коши. Признак 
с параметром позволяет широко использовать правило Лопиталя для оценки сходимости рядов. 
Ключевые слова: ряд, сходимость, гармонический ряд, признаки сравнения, правило Лопиталя, 
предел, интегральный признак. 
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У робот! запропоновано дв! форми ознаки пор1вняння в граничшй форм! для ощнки з@жност! числових 
рядйв 1 невластивих 1нтегралв. Доведено, що гармон!чний ряд загального вигляду мае значно б1льше 
можливостей, ниж це прийнято в офииинй лмтератур!. Наприклад, використання ще! ознаки дозволяе 
сформулювати шдсилену необждну ознаку з0жност! числових ряд!в 1 може бути застосовано до отримання 
ознак Даламбера 1 Копи. Запис ознаки з параметром дозволяе ефективно використовувати правило 
Лопиталя, щодо ощнки зб1жност! рядйв. 


Ключов! слова: ряд, зЯжнсть, розбжесть, гармончний ряд, ознаки порйвняння, 
правило Лопиталя, границя, 1нтегральна ознака. 


Введение 


Признак сравнения рядов с положительными членами в теории числовых рядов 
обычно используется в двух формах — конечной и предельной. В первом случае 


[2] [ее] 
сравниваются члены двух рядов уз и, и >0и узи у, у, 20. Если существует 
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число М > 0, такое, что с некоторого номера № выполняется неравенство и, < М-у, и 


[6] [6] [ее] 
ряд ра у, сходится, то ряд р и, также сходится. Если же ряд у и, расходится, 


то расходится ряд рн у, [1]. 


В предельном признаке сравнения рассматривается предел Шпи,/у,. Если ряд 


п>о 


[2] 
— У, у, >0 сходится, а величина предела равна С << или равна нулю, то ряд 


[2] 


[6] 
‚и, также сходится. Если ряд 5 ‚у, расходится, а величина предела равна 
те 


в 
С <, или равна бесконечности, то ряд Зы и, также расходится [1], [2]. 


В качестве ряда сравнения обычно выбирается один ряд из трех эталонных — 
гармонический, с общим членом у, =1/и, обобщенно гармонический — у, =1/и” 


п 


и ряд геометрической прогрессии — у, =4 


В работе сосредоточимся на обощенно гармоническом ряде и сформулируем 
признак сравнения в виде, пригодном для использования правила Лопиталя раскрытия 
неопределенностей, которые возникают из необходимого признака сходимости ря- 
дов Шти, =0. 


п>о 


1 Предельный признак сравнения с параметром 


[6] 
Запишем предельныи признак сравнения произвольного ряда уз и, и >0 
п= П п 


[9] 
и обобщенного гармонического ряда ра У» У, =1/ и", &>1 
= 


и г: й 
Ши — = Ши —"— = Ши”. и, 
п->05 уу п5% |/ И” п>® 
и, а В > 0- сходится 
Полагаа а=рВ+1, учтем, что >. ра = ‚ приходим 
— <0- д 
п В <0- расходится 
к следующему признаку сходимости: если существует конечный предел 
: В+ ЕЕ 
Пти и, =С< о (1) 


по 
[2] .. < 
и, при этом, В > 0, то ряд - и, и, >0 сходится; во всех остальных случаях В <0 
(или предел равен бесконечности, или предел не существует) — расходится. 


Признаку (1), который будем называть признаком сравнения с параметром (в дан- 
ном случае В), можно придать другой вид, непосредственно применив правило Лопи- 


таля. Действительно, по необходимому признаку сходимости числовых рядов и, — 0 


при п —> © ‚ следовательно, и.‘ =1/и, > ® и 


' В 
Бил? Шии-и, = Ши ий || ий Бах. 
п->оо п—оо п-> "> Ц |’) п->оо п>® [1 п-> ( ый 
Ё и, и, 
В результате, формула (1) примет вид 
Шиий (и) =С<®. (2) 


п>о 
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Демонстрируем признак сходимости (2) на примере ряда Е 
УП 
В 
= 2 тии = 06 


п У) п 


Поскольку при любом р > 0 данный предел равен бесконечности. 


2 Некоторые следствия из признака сходимости 
с параметром 


Усиленный необходимый признак сходимости числовых рядов с положитель- 


[6] 
ными членами. Предположим, что ряд У и,, и, >0 сходится. Тогда выполняется 
равенство (1) при некотором р > 0. Перепишем формулу (1) в виде 


Вити и, = Ши? пм, = ти? Ним, =С<о. (3) 

п>>о п>>о по п>>о 
Предположим, что Шпи” = при любом В>0, то Шпии, =0. Отсюда следует 

п—>о п>>0о 
[2 
необхо з и,, и, 20: 
димое условие сходимости ряда Ди“? “п 

Ши им, =0. (4) 


по 
Аналогично, из формулы (2) следует еще одна форма записи необходимого 
признака сходимости 
' 
Ни 1/7) =0. (5) 
п 
Признаки (4) и (5) имеют более широкие возможности, чем общепринятый 
необходимый признак сходимости Пти, =0. 


п>о 


[**) 
Например, известно, что ряд уй ей Уп расходится, хотя для него общепри- 
Е 


нятый необходимый признак сходимости шп и, = шп 1/^/п = 0 выполняется. 


п>о п—>>0о 
Очевидно, что сделать вывод о сходимости или расходимости ряда невозможно, 
исходя только из общепринятого необходимого признака сходимости Шт и, =0. 


п>о 


В то же время, по формуле (4) наш, будем его называть усиленный необходимый 


признак сходимости, Шт пи, = Шпп/\/п =©0 не выполняется, следовательно, можно 


по по 
делать вывод о том, что ряд расходится. 
Радикальный признак Коши. Радикальный признак Коши легко получить из 
предельного признака (1). Для этого выполним преобразования в формуле (1): 


п 
Ни м, = ой и, ‚ Чтобы предел имел конечное значение, основание и’ -и, 


и] и—>о 
степени и должно удовлетворять неравенству */и?".и, <1, начиная с некоторого 


номера №, . То есть мы приходим к радикальному признаку Коши в конечной форме 
п| „В 
и’ -и, < В>0. (6) 
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Перейдем в последнем неравенстве к пределу при и —> с и учтем, что шиа^/и”" =1. 
п—х 


Тогда получится хорошо известный радикальный признак Коши шп\/и, <1 [3]. Знак 


по 


равенства в пределе появляется из известных свойств пределов [4]. 
п 
Замечание. Знак равенства при вычислении предела Шт (\/и?* т. приводит 
п>о 


к неопределенности ОВ } поэтому такой случай требует дополнительного исследо- 
вания. Обычно используется более тонкий признак сходимости. 
Обратим внимание на то, что радикальный признак Коши в конечной форме (6) 
зависит от параметра р, а в предельной форме - не зависит. 
Если повторить рассуждения для другой формы записи предельного признака (2), 
' 
то получим аналог признака Коши ип 1/\) (7) ыы 


по 


Признак Даламбера. Признак Даламбера также следует из признака сравнения 
в предельной форме (1): Пти” -и, =С <. Так, 
а) 


БО Ины — о мени О реа. 


а 
по И и, по и, по И по и, по И 


Для того, чтобы предел имел конечное значение, должно выполняться неравен- 
[04 

("+17 и 1 
п‘и 


п 


ство <1 (необходимое условие сходимости ряда, начиная с некоторого 


номера №, ). Мы приходим к признаку Даламбера в конечной форме 


и п 


п 


щит] „аз. (т) 


по И 


о Е. 
Перейдем в этом неравенстве к пределу при п и учтем, что ео | = 


ее Ес й 
тогда получим признак Даламбера в предельной форме Пт —"" <1. Также как и в 


п>о и 
п 


случае признака Коши, знак равенства в пределе появляется из известных свойств 
пределов [4], и также, как в случае признака Коши, знак равенства приводит к 
неопределенности. Поэтому такой случай требует дополнительного исследования. 

Обратим внимание на то, что признак Даламбера в конечной форме (7) зависит 
от параметра © =1+ В ‚ ав предельной форме - не зависит. 


Сравнение с рядом геометрической прогрессии. Применим признак сравнения 
[2] 
п 
к ряду геометрической прогрессии 24 ‚ который, как известно, сходится при 4 <1 
п 
и расходится при а>1. Согласно формуле (1) Ша п?*'-4” = Ша Уи .4) . Для 
п> > п>о 
того, чтобы предел имел конечное значение, основание ^/и?* .4 степени и должно 
удовлетворять неравенству ^/и”*" -4 <1, начиная с некоторого номера №, . Перейдем 


в неравенстве к пределу при и —> © и учтем, что шт ^/и”"' =1, получим 


по 


Био айЯ ‘= айтА/ и? =4<1. 
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Как видно, предельный признак сравнения с параметром однозначно устанавли- 
вает факт сходимости геометрического ряда при 4 <1. 
Нечувствительность результата к параметру В означает, что ряд геометрической 


прогрессии имеет скорость сходимости выше, чем обобщенно гармонический ряд. 
Сравнение с признаком сравнения в конечной форме. Признаки сравнения 
(1) - (2) во многих случаях эффективно заменяют признак сравнения в конечной 
[2] 
форме. Проще демонстрировать это типичным примером ряда И шп, к которому 
обычно применяют признак сравнения в конечной форме. Рядом сравнения в этом 
11 
>_ прип>2 
шип 


[2 
случае обычно является гармонический ряд И п. Из неравенства 


следует расходимость ряда рей Ши. С другой стороны, по формуле (2) имеем 


Следовательно, ряд расходится. 
Рассмотрим пример, когда без признака сравнения в конечной форме обойтись 


ы 0. 
трудно, но можно совместить оба признака. Исследуем на сходимость ряд У” НИЕ 
п=1 2 ь 

п 

По формуле (1) имеем 

НА 
эт па оз ее 
ти" ——— = Ши и” ‘зп’ па < Шпи’'=0 30<[<1. 


по ) по по 


Сравнение с интегральным признаком Коши. Напомним, что интегральный 


[2] 
признак Коши устанавливает равноправие в вопросе сходимости ряда уз „Л (т) и 
на 


несобственного интеграла | “Тодах [5]. 


со оо 
Ид уз (т) сходится <=> | О)ах сходится. 
Покажем, как предельный признак сравнения может работать наряду с интеграль- 
[°.9] 
ным признаком. Для этого рассмотрим пример расходящегося ряда № ,1/ п. Ши 
ыы 
+ Ь Ь 
е 4 | Хх : ЧШх . 
| — Ни | = Ни | = Пт Шх 
я хшх р-—>-юо я х шх р-—>-+юо : шх ро 


Проведем оценку сходимости без вычисления интеграла, а с помощью признака 
сравнения по формуле (1) 


Ь 
= Пи ШЬ-Ш2 = +0. 


2 р 


р 1 . он .. со . а п’ : 
Шт и = Шо и = — = Ши Шо = Ши? =0 УВ >0. 
по ТИ п И п->о п—> оо п И [е'@) п-> о по (м п п-> о 


В данном случае работает правило — дифференцировать проще, чем интегрировать. 
Заметим, что в данном случае использовано правило Лопиталя, которое не всегда 


работает при оценке сходимости рядов. Например, ряд У” 1/и п?и сходится. 


Покажем это с помощью интегрального признака Коши 


х@? х в со 


= + ты й 
2 5-ю шЬ Ш2 №2 


п. | 4х и 


№2 х = 5+5 мох 


ы 1 1 1 
НЕ ие] 
х@2х ро 


2 2 
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В то же время признак сравнения дает ошибочный результат 


| 1 . о п со : ыы п’ | м п 
[т 2 - = Ши ий п р = Ши ий п ; = Ши и т — 
по пи пт > |П^И оо по по (1? и) по >52 ШИ 
! 
: ее п 1. 
= Шт и Ша = — Ши ий = © УВ > 0. 


п по 2(ш п) 2 п->о 

Объяснение простое. После первого применения правила Лопиталя, сравниваются 
скорости изменения функций х и шх, причем у первой из них скорость постоянна 
и равна 1, ау второй — 1/х, которая стремится к нулю при х-—> 0. 

Последний пример устанавливает существенное ограничение на область приме- 
нения признака сравнения с параметром. Нижней границей являются ряды, содержащие 
члены с логарифмами. В этом случае данный признак может дать как правильный 
результат, так и ошибочный. 

Несобственные интегралы. Интегральный признак Коши позволяет перенести ряд 
полученных признаков (1), (2), (4) — (7) для числовых рядов на несобственные интегралы 
первого рода. Так, признак (1) для несобственных интегралов звучит так: если выполня- 


В-1 


ется условие Птх’” Г(х)=С<о0, при этом В > 0, то интеграл | ода» сходится. 


Кратко: Й 3В >0: Ит В Года» сходится . (8) 
Аналогично преобразуем признак (2) для интегралов. Заметив, что при В>0 и 
(хх) —>0 имеем неопределенность {0.0}, которую преобразуем в о/ о}. В этом 
случае Г '(х)=ф(х) >. 
Применим правило Лопиталя и получим признак сходимости интеграла | ‘Родах - 


Ш 3В>0: пт т = <= О@) = [Лодах сходится. (9) 


г’ 
Пример. Сходимость интеграла В [а (соз(1/ хх можно доказать с помощью 
разложения подынтегральной функции в окрестности точки у=1/х=0. При х-—> 00 
имеем: в (соз(1/ х)) =1/х”. Эту оценку можно выполнить по формуле (8) или (9) 


и ии ы = Ши х7 Шт во о — ох” (>) _ 
Ром. 5 1% 0] ^>  соз(1/х) 


ое эт) - Шт х7 =0, 30<В<1, 
хо хо со$ (1/х) хе ТИ х 0 хо 
ры 1, Ши мп (1/х) _ | 
х> + С05 (1/х) х>+ю ]/Х 


Интеграл сходится. 
Радикальный признак Коши для несобственных интегралов в конечной и пре- 
дельной формах имеет вид 


ух”. Х(х) <1 при х>х, В>0; Ши х/ (>) <1. (10) 
Пример. Оценим сходимость интеграла Г (1 +1/ ху ах ‚ используя предельную 
форму радикального признака Коши (10) 


Ши Х/Х(х) = Ша 1 (1 + Их)“ = п (1 + 1х} =е>1. Интеграл расходится. 
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Выводы 


В работе предложены два представления признака сравнения в предельной 
форме. Признак сравнения с параметром основан на обобщенно гармоническом ряде 
как эталонном. В отличие от обычного признака, наш признак содержит параметр, 
который делает теорию более гибкой. При этом наблюдается следующее. 

1. Показано, что необходимый признак сходимости в традиционной форме 
Шт и, =0 может быть заменен признаком Шт ии, = 0 с более широкими возможностями. 


и п>>о 

2. Показано, что в ряде случаев предельный признак сравнения является более 
эффективным, чем признак сравнения в конечной форме, и проще в применении, 
чем использование интегрального признака Коши. 

3. Показано, что радикальный признак Коши и признак Даламбера следуют из 
признака сравнения с параметром. Кроме того, получен новый вариант радикального 
признака Коши, который может оказаться более эффективным в ряде случаев. 

4. Результаты переносятся на несобственные интегралы. 
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Г.Р. Мтопепко, Г.Т. Реагепко 
Тез! о{ Сотрап5оп "ий Рагатаег т йе Тйеогу ор МитБег 5етез 

ш Фе рарег, Ко Ююгиз оЁ Ной те сотпрайзоп {е5{5 Рог езИтайоп оЁ сопуегоепсе оР Фе питбег 
зепез ап4 паргорег и\еота[5 аге ргорозеа. И 15 зпо\ а Фе ЕКлетапи хеа-Ёапсйоп с(5) = п’ 
аПо\з ю Копишае Ше пе\и песеззагу {е5Ё оЁ сопуегоепсе оЁПе зетез 10 веЁ засп \е-Кпо\уп 1е565 аз 


Саисру’5 КооЁ Тезё ап 4’А1етбегг?з Кано Тез. Тре пе\м 1е5ё м а рагатеег аПо\уз ю изе 
РНорнаГз ге тоге еЙеснуеу. 


Тве Пийше сотрамзоп 1е5ё г атйгагу зепез ет и,>0 ап те-РЮ@псНоп 


у, =И и”, а >1 18 Ш Ми = На М = Ша и° -и,. [6 а=рВ+1 ап \е ЧаКе шю ассоциё фай 
пу, п>%1/И“ п 


1+8 — 
п= П 


со 0-— 
о | те рт 


В <0- Фуегсепсе 


Ши ии, =С<о (1) 
по 
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. . . . [2] . . 
ех1515 апа йа а Птие4 уаше апа В>0 Шеп Ше 5ете$ уе и, >0 1$ сопуегеепсе; т 


ошег сазез юг В<0 (ог С=о огШе йти 4оеу пой ех1515) И 15 Флегоепсе. 
Ть$ {е5{ ме уШ саП а Шийте сотрат15оп {е5ё у а рагатеег (В). \е сап из до\т 
Фе 1е5( (1) ш Фе офег Югт. Ассотате ю Фе песеззагу {её ог зейез и,-—>0, ШегеРоге 


и =1/и, —> 0 а п-—› ап \е сап арру ’НорНаГ’ 5 ге: 


, В 
Ни Вим, = ти Е Влои Н= Ш. 
п—>оо И—>со И—>оо п и. [ее п—>о п [ —1 п [ —1 
| (=) 
1 Фе гезий ме Бауе 
Вт ий т =С<о (2) 


по 
Зоте дедасНоп$. 
1. Тре пе» песеззагу (ей ора сопуегоеисе о{ питрег 5етез ийй поппезайуе пегтз. Гей фе 


зепез УЕ и, >20 15 сопуегсепсе. ТБеп ве сдиаШу (1) 1$ зайзНе4 ай зоте В>0. 
Ша ии, = Ша пб - пи, = Ш и8 . Ша пи, =С<о, (3) 
п>о п>о п>>о п>о 


Зшсе Ни и? =«аапу В>0, еп Ши пи, =0. ТБаз \е Бауе Фе песеззагу {е31: 
п>›о 


п>>о 


Ши пи, =0. (4) 
\М!е плау эеЁ фе офег опт оЁе ен УТисВ сопзедиепсез Вот фе юга (2) 

Вт Дея ] =. (5) 
Те 1е56 (4) апа (5) Бауе тоте Иа У гезресё №0 Ше изиа| {ее Шт и, =0. Еог 


ехатре, Ше зепез И. уп+2 15 Фуегоепсе а №оиеЬ Фе песеззагу сопуегоепсе 1е$ 
Па и, = Ши 1/ /п =0 15 КИВПеа. Оп Фе о@ег Бап4, очг 1е$ (4) Шт пи, = Шт и/ /п = со теап$ пай 
по по п>о 


п>о 
Ше зеттез 15 Фуегоепсе. 
2. Г1тргорег теста. \Уе Ш тет ай фе пеерота] {е${ езаб1Пез ап едилуа]епсе Бе\мееп 


зет1ез р Г(®) апа паргорег пёеога]5 | (ах або оГа сопуегсепсе ап4 Фуегоепсе [1-2]. 
Тве ищеота1 {е5{ аПо\уз №0 её Гогплу]а$ аз (1)-(5) Юг ппргорег п\езэта15. ВмеНу: 


о 
И 3В>0, Шт хх) =С<® >| (ах сопуегвепсе. 
хо а 


В оо 
И 3В>0, Пт Ее со, Ф(х) =1/ Г (х) => [Гоа сопуегоепсе. 
хо ф’(х) 1 


А пеу/ песеззагу {её оГа сопуегеепсе оЁ ппргорег пжеота!5 ул поппегайуе РапсНоп$ 15 
Ша х/(х) =0 ог Шт 1/((%)) =0, #0) =(0))". 
х—+ю хо 


ТВе тат гези 65 оЁ Пе рарег 
1. Ц 15 зВо\п Фа Фе с1а5$1са| песеззагу 1е5ё Пти, =0 тау Бе гер1асеа Бу Ше 1е$1 


по 


Ши ии, =0 , \уысВ Ваз тоге \14е роз Шиез. 


по 

2. И 1$ зПо\уп Фа ш тапу сазез Фе шийте сотрапзоп 1ез{ эВ а рагатеег 1$ тоге 
еНесНуе ап изиа| сотрапзоп {е${ ог пеота] {е$4. 

3. [1$ зпо\т фай Ше гоо{ ап4 гано {е55 сап Бе сашей ш Фе Нате оЁ Фе сотрапзоп {е$1 
У а рагатеег. 

4. Тре гези5 сап Бе ехрапде4 0 ппргорег п\еота|5. 


Статья поступила в редакцию 03.07.2012. 
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